DIE GEOMETRISCHEN ORTE DER ACHSEN PERSPEKTIVER STRAHLENBÜSCHEL IN BEWEGUNG AN KREISEN by Vigassy, Lajos
DIE GEOMETRISCHEN ORTE DER ACHSEN 
PERSPEKTIVER STRAHLENBÜSCHEL 
IN BEWEGUNG AN KREISEN 
I L. VIGASSY I 
Lehrstuhl für Darstellende Geometrie, 
Technische Universität Budapest, H-1521 
(Eingegangen um 1. Juli 1982) 
Geometrical Places ofAxes of Perspective Sets of Radii Proceeding along Circles - Let 
us have two sets of perspeetiye radii of the same orientation, of them one (PI) is fixet! 
while the other (p") is moving, under two conditions: 
1. sets of radii P 3- PI' ... obtained from p" remain con~rllent with P:,: 
2. these sets of radii always remain perspectivic to PI" Be the track of points P 3' P" ... 
an arbitrary circle k. It "'ill he dcmonstrated timt perspectiye axes either produce a set 
of radii, or envelope an ellipse or a hyperbola, depending Oll the situation of point Pi 
related to eircle k. 
Finally, a circle k with a corresponding circle k* will be demonstrated to exist. such that 
if the holder of perspectivc sets of radii proceeds along this circle k. then axes of per-
spectiye sets of rfldii always contaet circle k*. 
Um den Beitrag zu yerstehen. ist die Kenntnis der Grundlagen der 
projekti"l"en Geometrie erforderlich. 
1. Zlrei Strahlenbiischel u'erden als in der Ebene :;lleinander perspektir 
(/''') bezeichnet, Ifenll die Schnittpunkte der entsprechenden Strahlen in einer 
Geradea liegen (Abb. 1). Diese Gerade 'winl Perspekti"l"achse genannt. Die 
Träger der einzelnen Strahlenbüschd sind PI oder P~ entsprechend. Sind also 
die einzelnen Strahlenhüschel perspektiY zueinander, so liegen der Schnitt-
punkt A der Geraden {/1' (12 der Schnittpunkt B der Geraden b1, O2 , •• und der 
Schnittpunkt X der Geraden Xl' x2 auf einer Geraden e12 • 
Abb.l 
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Aus der Perspektivität folgt, daß von den heiden Strahlenhüscheln nur 
je zwei Geraden (albI; a2b2) heliehig angegehen werden können; ferner daß die 
Verbindungsgerade C12 der Träger PI und P2 der heiden Strahlenbüschel 
sich selbst entspricht. Durch die Punkte der Perspektivachse werden also 
die zusammengehörigen Elemente der bei den perspektiven Strahlenbüschel 
hestimmt. 
Abb.2 
Wir möchten uns im weiteren nur mit perspektiven Strahlenbüscheln 
beschäftigen, "WO die Träger der einzelnen Strahlenbüschel durch die Per-
spektivachse nicht getrennt werden. Daraus folgt, daß der Drehsinn der beiden 
Strahlenbüschel gleich ist. 
Wird das Strahlenhüschel PI festgehalten, das Strahlenhüschel P 2 aber 
parallel zu sich selbst in einen beliebigen Punkt P 3 verschoben, wobei die 
Strahlenhüschel P 2 und P3 kongruent bleihen, werden sich die Punkte ABC 
seihstverständlich nicht in einer Geraden hefinden (Ahh. 2). Die Verhindungs-
gerade der Träger PI und P 3 "wird in den heiden Strahlenhüscheln nicht seIhst-
entsprechend sein, d.h. dl ist mit d3 nicht identisch. In einem solchen Falle 
werden die Strahlenbüschel PI und P3 projektiv (zueinander) genannt CA)' 
In diesem Falle liegen die Schnittpunkte (ABC ... ) der entsprechenden 
Geraden nicht in einer Geraden, sondern sie bilden -- wie hekannt -
einen Kegelschnitt. Will man dennoch, daß die Strahlenhüschel PI und P 3 
perspektiv seien, so wird das Strahlenhüschel P 3 in einem gewissen ",\linkel 
solang gedreht, bis sich die Geraden dl und d3 decken. 
Dieser Winkel "wird wie folgt ermittelt. Üherträgt man d1 in Ahh. I, 
so bestimmt d l in der Geraden eJ2 den Punkt D, und die Gerade P2D "wird dz 
sein. czdz 1: = c3d3 <. In der Abbildung wurde die Konstruktion nicht durch-
geführt. 
2. Gegeben sind zwei perspektive Strahlenbüschel PI und Pz (Ahb. 3). 
Verschieben wir das Strahlenbiischel P2 die sich selbst entsprechende Gerade CI2 
ent.lang in eine beliebige Lage so, daß die Strahlenbiischel P 3 und P z kongruent 
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Abb.3 
bieiben. (Das folgt ~diJ~tY('r"tändlich auch aUE df'm Gebrauch deE \'\'ortc·, 
)verschielwn(c) fro lrinl die nelle Perspektirachse A12 sein? 
Da a2 '(1;3 UIHI h2 b;). fLeIten wqren der ähnliclwn Dreif'cke: 
PlA : P 1A x 
PIB : PIB" 
P1P'!.: P1P1l 
P 1P:2 : I\P:: I Darau" folgt. daß Pi'! : 
Das iEt nur möglidJ. ,\'!'Illl 1'1:1 1'12' E~ darf abo ausgei'agt werden: Be-
lcegt sich das Strahlel1hiischel P 2 parallel zu sich selbt so. daß der neue Träger 
Pa in der die Träger P j P:2 l'erbilu!ellden Geraden ('12 liegt. da7ln lrird die neue 
Perspektirachsf' e 1:: :/1 I' /I rspriinglichen porallel sei 11. Das i"t kcin neuer 
Zusammcnhang. 
::\pu werden jf'doeh die Zu::,ammenhilngt' s('in. die die Bewegung (lcr 
Perspektiyaeh;:e im Falle beschreihen. wenn der Träger P'!. Kreise yerschiede-
ner Größe und Y('rschieclenel' Lage heschreiht. Im weiteren möchten wir uns 
mit diesem Falle beschäftigen. (In einer frühc;ren Arbeit des Verfassers [1] 
wurde nachge\\'iesen. daß die Perspektiyachsen die Tangenten ,'on Parabeln 
sein werden, wenn der Träger P:2 heliebige Geraden hesehreiht. Da darauf 
nicht gereehnet werden kann. daß der Leser die yorherige Arbeit kennt, ist 
der Yerfasser genötigt. ge\\'isse grundlegende Zusammenhänge zu wiederholen. 
:\"ur so wird der weitere Y crlauf der Arbeit verständlich sein.) 
Ohne die Allgemeingültigkeit zu heeinträchtigen. werden die beiden 
perspektiyen Strahlenhüsehel p] und P2 und die Perspekti-\'achse 1'12 in einer 
womöglich spezifisehen Lage angegchen. um das Ziel mit möglichst einfachen 
Mitteln zu erreichen. 
3. Gegeben sind ;;n:ei pers pektire Strahl enbiischel. Gesucht l{'erd en in den 
beiden Strahlenbüscheln die einander entsprechenden rechtwinkligen Paare (Abh. 
4). Suehen wir also im Strahlenhüsehel PI zwei zueinander senkrechte Geraden 
(q1 -L r 1), hei denen au eh die dicsen entspreehenden Geraden (Q2.L r2) zu-
einander senkrecht stehen. Die Lösung ist wie folgt: Die halhierende l\ ormale 
des Ahschnitts P 1P2 sehneide die Per5pektivachse 1'12 in O. Der Kreii3 (k]2) mit 
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dem }Iittelpunkt O. der durch die Punkte p. und P2 geht. schneidet in 
der Per;;pektiyachse dif· Punkte Q12 und R'2. ::\"aeh dem Satz ele:;; Thales 
sind gl i. r 1 und q2 r2· 
Da e::: also immer ein :::olehes rf'chtwinkliges Paar gibt. werden wir Im 
weiteren statt der heliehigen Geraden a und b das per:"pektiye Strahlen-
hüsehelpaar durch zwei Sf'nkreehtenpaare angehen. Selbstyersüindlieh bleibt 
die slch selhst eutf'prf'chende Gerade C12 • 
Es gibt nur eine einzige Ausnahnw. Dann i~t f 12 f'f'nkreeht auf der Per-
"'lwktiyachse. Auch dann gibt e,.; zwri senkrechte Paare. rin Glied derselhen ist 
alJPr die Gerade c 12' 
-1-. Beyor wir auf den gt'ometri;;chen Ort zu sprechen kommeIl. müsi'en 
noc h rillige Hilfssä tzr nat hge'wiesen werden. 
Der erste legt fest. wie groß der Chll"ch die 11<'11<' U11d flie alte Perspektiv-
achse 1'13 und 1'12 gebildete \Vi11kel ist. 
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Um dies zu ermitteln. nehmen wir in Ahh .. 'i z'wei perspektive Strahlen-
hüschel PI und P~ an, und konstruieren dann zu einem heliebigen Punkt P 3 
die Perspektiyachse e13 • 
Da die Strahlenhiischel P~ und P 3 kongruent sind. gilt: 
In dem Kreis k 13 mit dem Durchmesser R 13Q13 hefinden sich sO'wohl PI als 
auch P3• daher ist 
CJ{'I~ <: f 3d3 <:: = If (auf einem Bogen ruhende Peripherienwinkel). 
So ist im Dreieck Q13liQ12 elael~ <: = rr +:z. Dabei kennzeichnet :z die 
Lage des Strahlenhüscheh PI im YerhältniE zu der Perspektiyachse e12 • 
(( 
r 
:z. gilt 
Im System P 1P2 ist C 12 ein sich selhst entspn'ehendes Geradenpaar, 
während im System PjP;l ein solches d13 ist: de:;:halh darf diese;;; Ergebnis "wie 
folgt formuliert werdfcn: Du reh die alte und die neue Pefspehtirachse zeinl ein 
,!!.leich großer Winkel. lrie dl/reh die neue lind die alte sich selbst entsprechende 
Genule im bl'lreglichen System gebildet. 
\\'ird al:;:o durch d2 , die die Lage von P 1 bpstimmt. ein \\'inkel von 180 0 
heschrielwn. nimmt die Perspektiyachse el ;) alle möglichen Richtungen. Dar-
aU8 folgt. daß es kein!' z,n·i verschieclen!'n Punkte P2 gibt. die mit PI die 
gleicht· Per:;:pektivachs(' ('12 })('8tim111PIL 
.5. :Sun möchten wir eneichen. daß die :;:ich selh8t entspreehende Gerade 
CI~ zu der Pprspektiyach8e Pj~ parallel sei (Cl~ ed. 
In [I] wurde bewiesen. wenn auch die heiden perspektiyen Strahlen-
hÜEchel mit Hilfe zweier beli .. higt>r Geraden a und b angegebcn werden, dann 
hat da8 StrahlenbüEchel P2 sogar zwei Lagen P 3 , bei welchen die Yerhin-
dungsgerade der Träger PI und p;) zu der neuen Perspektiyachse el~ parallel 
"ein wird. Dieses Ergebnis wird ohne Bewei8führung übernommen. Deshalb 
,,"ird im weiteren das Perspektiysy:"tem in die:;:er neuerell. besonderen Lage 
angesetzt (Ahb. 6). 
::\ ehnH'n wir aho die heiden perspektiven Systeme so an, daß C12 zu e12 
parallel sei. (Im weiteren wird das nJrausgeEetzt.) So ist leieht einzusehen, daß 
sich die im vorigen genannte zweite LÖEung (P3) einfach konstruieren läßt. 
Die Gerade PjO sei nämlich ci l :l . Diese he8til1lmt (12 , Da aber ci 2Q2 <.c = 
= d3Q;l <:. können auch CJa und das auf 9.a senkrechte 1'3 einfach gezeichnet 
werden. In der Abbildung ist 82 = 8a• Infolge der Symmetrie gilt er = 82, 
\Vegen des Scheitelwinkels ist l( = rr. Daraus folgt, daß 83 = 1p. In diesem Falle 
ist aher das Yiereck P 1P3R 13Q13 ein symmetrisches Trapez, d.h. der in der 
Geraden OP1 angesetzte Träger P 3 liefert die zweite Lösung. 
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Der Lmkreis dieses Trapezes ist k 13 nut dem Ahschnitt Q13RI:2 aj~ 
Durc hmesser, da q1 ...L r 1 und q3 -'- r 3' 
Bemer ken wir noch folgeurles: Der Schnittpunkt YOll C12 und 1.'12 sei 0.(. 
dann wird die Gerade P;\O\ c3 sein. 
Andererseits i'ind wegen der Symmetrie J'] 
wegen der Kongruenz J'z = ;';J' 
,,'egen dei' Scheitelwinkels J'! I .. 
Dann ist aber das Dreieck P 1P30:.- gleichsehellklig, d.h. dip Gerade C 12 ~elllwi­
det den :rYIittel punkt des Kreises k 13' 
6. Gegeben seien zu:ei perspektirc Strahlen büschel P l lind P 2 in der TVeise. 
daß die Gerade C12 parallel ::;u e12 ist. Ben'egenldr das Strahlenbiischel Pz in eine 
beliebige Lage P 3' so daß es ::;11 P 1perspektiu bleibe. ESlrird belriesen lrerden. daß 
der Schnittpunkt der Perspektivachsen e12 lilld e13 in dem Kreise P zP 3D liep:t. 
wo D der Schnittpunkt der Geraden d l und dz auf der Geraden e12 ist. 
In Abb. 7 wurde das System PIPzcnQlq2rlr2e12 angesetzt, se1hstyerständ-
lieh so, daß c12 11e12 sei. Wird P 3 beliebig angenommen, ,,0 ist der Schnittpunkt 
der Verbindungs geraden der Träger P 1P3 mit 1.'12 der Punkt D. Die Verbin-
dungsgerade der Punkte D und Pz ist clz' 
Es sei dZr 2 <: = q:, dann ist (f = d31'3 <:: daraus können 1'3 und ihre 
Normale q3 gezeichnet werden. Damit haben 'wir sowohl Q13 al::: auch R 1:l , 
also auch e13 , 
Da CZC3 1: = dzd3 1: = q2q3 1: = 1'21'3 <9: = h, folgt daraus, daß sich die 
Punkte CDQ23R23P2P3 in demselben Kreise k befinden. Auf dem Bogen CD 
dieses Kreises ruht bei P2 und P3 c2dz <: = C3el3 1: = er + r/.. Da es jedoch 
bekannt ist, daß cZd2 1: = e13e1Z 1: = (f r/., folgt daraus, daß auch der 
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Schnittpunkt Edel' Perspektiyachsen e1Z und e13 in dem genannten Kreis k 
liegt. 
7, Gegeben sind zwei perspektive Strahlenbiischel PI und P2 • Legen wir auf 
diese zwei Punkte einen beliebigen Kreis klo Es soll bczriesen werden, daß, lCO 
immer an diesem Kreise der Punkt P 3 angenommen wird. die Perspektivachse 
el3 die Perspektivachse elZ stets in demselben Punkt E schneiden wird. Dieser 
Punkt ist eben der Schnittpunkt der Tangenten des Kreises k1 im Punkte P2 
und der Perspektivachse e1Z ' 
Wir zeichnen das System PjPZCIZen (Abb. 8) und den Kreis k l , der durch 
die Punkte PI und Pz geht, aber im übrigen beliebig ist. In diesem Kreis 'wird 
an einer beliebigen Stelle der Punkt P 3 angenommen. In der Abbildung ist 
d l3 die Verhindungsgerade der Punkte P IP 3 , während D der Schnittpunkt 
yon d l3 und elZ ist, Der im vorigen Abschnitt behandelte Kreis k wird durch 
die Punkte PzP 3D hestimmt. Daher ist E der zweite Schnittpunkt dieses 
Kreises mit e12 , 
Es sei P l P 3P2 <):: = i .. Da P 3 in der Kreislinie klliegt. ist dieser Winkel i. 
infolge der Gleichheit der Peripherienwinkel für jeden Punkt P 3 gleich groß. 
Dann ist jedoch selbstverständlich auch DP3PZ <):: gleich I .. Da aher der Kreis 
k die Punkte DEPzP 3 durchläuft, hildet -- aufgrund der Gleichheit der Peri-
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pherienwinkel die Gerade P2E mit elZ einen "\Vinkel i .. Das ist nur möglich. 
wenn die Gerade P2E die Tangente des Kreises k l ist. Es darf also ausgesagt 
'werden: 
1. Zu einem durch die Punkte PI und P 2 gehenden Kreis k i gehört in PJ2 
ein gewisser Punkt E, der durch die Tangente des Kreises k i im PlInkt P2 allS 
der Perspektivachse herausgeschnitten lcird. Daraus folgt. daß die :;u sämtlichen 
Punkten P 4 des Kreises k i gehörenden Perspektimchsen ein Strahlen büschel bil-
den, eines der Glieder desselben auch eI2 ist. 
Entartet der Kreis k i in die Gerade C12 • wird der Punkt E ein unendlich 
weit entfernter Punkt der Geraden eu sein. da dann - wie bekannt - die 
Perspektiyaehse eI3 zu eI2 parallel ist. 
8. Gegeben sind zu;ei perspektit"e Strahlenbüsclzel und ein Kreis k'i, für 
den die einzige Bedingung gilt, daß er durch den Punkt PI gelzen müsse. W70 ist 
der geometrische Ort der Perspektivachsen. l{'enn P 3 den gegebenen Kreis entlang 
läuft? 
Dieser Kreis ki' wird die Gerade clZ in einem Punkt Pi 8chneiden (Abb. 
9). Zu dem System PIPi" gehört eine zweite Perspektiyachse, die zu elZ parallel 
ist. Die Tangente des Kreises in Pi' schneidet eL in einem Punkt E". So darf 
im Sinne des Satzes I ausgesagt werden: 
11. Bewegt sich Pi eine Kreislinie ki' entlang, die durch den Punkt PI 
geht, dann ist der geometrische Ort der PerspektÜ'achsen ein Strahlenbüschel mit 
dem Träger Ex. 
Diese Feststellung enthält selbstyerständlich auch Satz I. 
9. Gegeben sind zlcei perspektive Strllhlenbüschel: PI und P 2 • Welcher ist 
der geometrische Ort der Perspektivachsen, wenn sich P 3 einen Kreis mit dem 
Alittelpunkt PI und einem beliebigen Radius entlang beu;egt)l 
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Wählen ,\"ir zuerst den Kreis k (Abb. 10), der durch den Punkt P2 durch-
läuft. Dadurch wird die Allgemeinheit nicht beeinträchtigt. \\lürde nämlich 
ein Kreis gewählt werden, der nicht durch Punkt P2 geht, würde damit p* 
statt P2 als Schnittpunkt des Kreises mit C12 gewählt werden. 
'Wählen wir am Kreis k den Punkt P 3- welcher dem Punkt P2 gegenüher 
liegt. Dann ist im System P 1P 3 e13 ie 12 • Hinsichtlich PI sind e13 und e12 Spiegel-
hilder. 
Wählen wir in der Kreislinie k einen beliebigen Punkt P 4 (dahin kommt 
Pz) und zeichnen wir eH· 
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Die Tangente in P z des Kreises PIP~Pj im Sy;-tem PIPz schneidet in eIZ 
den Punkt E .j, der der Schnittpunkt der gesuchten Geraden eI .j mit eI2 sein 
·wird. 
Die Tangente in P 3 des Kreises P IP 3P j im System P IP 3 schneidet in eI3 
den Punkt E'~, der der Schnittpunkt der gesuchten Geraden e l _l mit e13 sein 
wird. Die Yerhindnngsgerade yon E j und E~' ist eu . 
Würde nun in der Kreislinie ('in Punkt P 5 angenommen. \\-ürden wir 
im Laufe der Konstruktion K 5, S5' t 5 und E5, sodann KI s~', tt und E~ erhalten. 
Die Punktreihe E IE5 ••• ist perspektiY zu der Tangentreihe f j t5 ••• 
Diese ist kongruent - also projektiy zu dem um 90 0 yerdrehten Strahlen-
hüscheL das wiederum zu der Punktreihe K iE 5 ••• perspektiY ist. 
Die Punkte E j und l..:t befinden sich in der Normalen im Halhiel'ungs-
punkt F j des Ahschnitts PIPI' Die Punkte F iF 5 befinden sich in einer Kreis-
linie c, deren Radius gleich die Hälfte des Radius des Kreises k ist. 0 und 0* 
sind z,\'ei Tangenten dieses Kreises c. In den Tangenten 0 und 0* liegen die 
Punkte K j E 5 hzw. K1'IQ' entsprechend. 
Da 0 und 0* zwei unyeränderliche feste Tangenten des Kreises c sind, 
während die Geraden KJ(L K5K~' ... nränderliche Tangenten des Kreises c 
sind, folgt daraus, daß die Punktreihe K 4K 5 ••• zu der Punktreihe Ki K~' 
projektiy ist. Die ganze Kette kurz angeschrieben lautet: 
t~'t~" ... /'. Ki E~ ... 
Endergebnis: 
Eß5' ... ;\ E'i E~'. 
Die Geraden. die die entsprechenden Punkte der heiden projektiven 
Punktreihen (e IZ und e I3 ) verhinden, sind gerade die Perspektiyachsen eJ-1eI5' 
ihr geometrischer Ort ist also ein Kegelschnitt. 
Wie die zu den PI symmetrischen P2 und P3 gehörenden Perspektivachsen 
e I2 und e I3 zu PI symmetrisch sind, lassen sieh alle Perspektivachsen 
in Paare zusammenfassen. Der fragliche Kegelschnitt hesitzt also parallele 
Tangenten. So ist also dieser Kegelschnitt zentral, d.h. keine Parabel. 
Wir wissen auch, daß e1-\e l2 -1: = c2d2 < = f{. Daraus folgt, daß dieser 
Kegelschnitt zu allen Richtungen parallel Tangenten e1-l hat. So kann er also 
lediglich eine Ellipse sein. Ihr Mittelpunkt ist PI' Es kann ausgesagt werden: 
IH. Läuft PI einen Kreis k mit dem Mittelpunkt PI und beliebigem Radius 
entlang, wird der geometrische Ort der zu diesen Trägern gehörenden Perspektit:-
achsen eine Ellipse mit dem J1ittelpunkt P j sein. 
10. Auch andere wesentliche Daten der Ellipse lassen sich feststellen 
(Ahh. ll). 
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Gegeben seien das System PI POl eIOl Cf. und der Kreis k mit dem Mittel-
punkt PI' der durch Punkt P2 yerläuft. P j sei ein Punkt dieses Kreises, 
ziemlich i>nahe« zu P2 • Die Lage yon P j wird durch den Winkel /3 angegeben. 
,Vir konstruieren nach dem im yorigen Punkte Gesagten den Kreis-
mittelpunkt Kj: als den Schnittpunkt der halbierenden Normalen der Ab-
schnitte P2P l und P1PZ' Nach der Abbildung entstehen die Winkel CI., ß/2, 
90° - ß/2 und Cf. - (3/2. Komtruieren wir nun den Schnittpunkt der zu Punkt 
p.l gehörenden Perspektivachse eg mit e12, d.h. den Punkt E. E wird durch 
die Tangente in P2 fies Kreises mit dem Mittelpunkt K 1 herausgeschnitten. 
Die Größen der bei dem Dreieck PzEQ12 entstehenden Winkel sind 
aufgrund der Winkel mit auf einander senkrechten Schenkeln -
90 c ,3/2 und Cf. /3/2. 
Es sei EQ12 = x, und berechnen 'WIr es aus dem Dreieck P2EQI2 mit 
Hilfe des Sinussatzes. 
Da P2QI2 = R I2Q12 . sin Cf.. ist 
x sin (x ß12) 
21' . sin x sin (900 + ß12) 
21' . sin x . sin 
x = ---------'--'-'--'-
cos ß/2 
Bewege sich nun der Punkt PI auf dem Kreise k gegen Pz' dann ,3 -. O. 
Daraus folgt: 
X,s=o = 2 . l' • sinz Cf.. 
Bewegt sich p.l in der Kreislinie k zu P2' so bewegt sich e14 zu el2' d.i. 
dann ergibt E den Schnittpunkt zweier unendlich nahe liegender Ellipsen-
tangenten, d.h. den Tangentenpunkt der Ellipse in eIZ ' Es kann also ausgesagt 
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werden: Der in der Perspektivachse e12 befindliche Tangentenpllnkt der Ellipse 
ist eben die senkrechte Projektion L"Oll P z auf e12, da ja P 2Q12 = 2 . r . sin 'Y. 
und so dessen Projektion 2r . sinz 'Y. ist. 
Abb.12 
1L Der in der Geraden e12 liegende Tangentenpunkt der Ellipse in Ahh. 
12 sei E, dann ist der Abschnitt P lE ein Halbdurchmesser der Ellipse. Seine 
Länge ergibt 8ich aus dem rechtwinkligen Dreieck P IPzE zu 
PzE 
sin f( 
"WO rr der spitze "Winkel des rechtwinkligen DreieckE ist. Da aber, alE auf dem 
Bogen PZQ12 ruhender Winkel, PZOQ1Z <::: 2 'l. ist. gilt 
r sin 2:;.: 
sin q~ 
Der zu dem Halbdurchme5ser PIE konjugierte Halbdurchme::,ser liegt 
auf der Geraden C1Z • Seine Linge sei P1F. Diese ist selbstyerständlich unbe-
kannt. Infolge der Eigenschaften der konjugierten Durchmesser i5t die EI-
lipsentangente in F (irgendeine e ll) parallel zu PlE. also gilt (nach dem 
schon mehrfach benutztem Zusammenhang): 
So bestimmt d2 nach der Ahhildung die Lage von du. und du schneidet aus 
dem Kreis k den Träger P 4 heraus, zu dem die gesuchte Gerade eIl gehört. 
P IPZP1 ist ein gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck. daher schneidet 
auch die Tangente in P2 des durch die Punkte P 1P2P 1 durchgehenden Kreises 
e12 im Winkel yon 45 c, also ist auch das Dreieck PzEE1"1 ein gleichschenkliges 
recht"winkliges Dreieck. Da aher EEu P1F. also gilt 
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Bekannt ist nun ein konjugiertes Halbdurchmesserpaar der Ellipse, 
nämlich PIE und P 1F. Durch die aus der darstellenden Geometrie wohlbe-
kannte Rytzsche Konstruktion lassen sich daraus die Achsen der Ellipse 
ermitteln. 
Nach diesem Satz heißt es nämlich: Wenn F 1G .l PlF und wenn 
PIG = P 1F, und liegt der Punkt G in der Geraden e12 , dann ist der aus dem 
Halbierungspunkt 0 des Abschnitts GE als Mittelpunkt - gezeichnete, 
dm'ch PI durchgehende Kreis gerade k]2 und so sind die Geraden ([er Achsen 
der Ellipse die Geraden ql (md rl • 
ther die Bestimmung der Längen der Achsen (2a und 2b) gibt die 
Ryt::sche Konstruktion Aufschluß. u. zw.: 
b E01'2 = r - I' cos 2'l. = 2r 
Als Zusammenfassung der Ergebnisse läßt sich feststellen: 
HP. Durchläuft der Punkt PI einen Kreis. dessen Jiittelpunkt PI und 
einer seiner Punkte P 2 ist. dann ist der geometrische Ort der erhaltenen Perspek-
thachsen eine Ellipse mit dem Jlittelpunkt Pj' der großen .clchse in ql und der 
kleineIl Achse in 1'1' Die Lünge der halben großen Achse ({ = R1zE, die Länge der 
halben kleinen Achse b 0= EQ1'!.' Der Tangentenpunkt E der Ellipse in der Gera-
den 1'12 ist aber eben die senkrechte Projekt.ion des Punktes P z auf 1'12' Aus der 
Ryt::schen Konstruktion folgt auch. daß a b = 2r. 
12. Gegeben sind zu'ei gleichgerichtete pprspektire Strahlenbiischel P j lind 
P z. TFelcher ist der ,!!I'ometrische Ort der Perspektiwchsen, /{'enn p! eine in P:! 
sit::ende Kreislinie h: durchlüuft? Pt sei im I11nerel1 des Krrises (Ahh. 13). 
Dadurch. daß sich der E:rei5 k in Pz anschließt. wird die Allgemeinheit 
nicht heeinträchtigt. Schließt sich nämlich der Kreis 1, nicht an P~ an. könnte 
ein Schnittpunkt der Gt'raden C]2 mit dem Kreis k für P2 gewählt werden. Dann 
ist e~'2Ie12' 
Der Mittelpunkt des Kreises h: 12 sci D und der andere Schnittpunkt der 
Geraden P 1D mit dem Kreis k sei Pi]' Aus dem bisher Ge8agten ist hekannt., 
daß im System PjP1 (']:1 parallel zu der Geraden P1Pl ist. 
Ein heli(~J)iger Punkt des Kreises k sei PI' dann erhält man dpll Schnitt-
punkt E! der Perspektiyaehse 1'11 mit ('12 dureh die ühliche Konstruktion wie 
folgt: Die Tangente im Punkte Pz des durch Punkte P 1P2P; durchgehenden 
Kn:,i"es mit dem ~,littelpunkt O! selmeidi>t in {'12 den Punkt E!. 
Diese Konstruktion läßt sich auch in projekÜver Weise heschreihen. 
V;' erden die Punkte PI yon P2 aus projiziert. erhält man ein Strahlen-
hüschel. Wird auf jedes Glied des Strahlenhüschels yon 0 aus eine ::\ ormale 
gestellt. erhält man ein mit dem yorigen kongruentes. also projektiyes Strah-
lenhüselwl. Wird dieses Strahlenhüschel durch die halhierende ::\ ormale des 
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Abschnitts P IP2 geschnitten, erhält man die zu dem Strahlenhüschel per-
spektive Punktreihe 04' ... Diese Punktreihe von Pz aus projiziert, erhält 
man ein zu ihr perspektives Strahlenbüschel SI ••• (die Halbmesser der Kreise). 
Die Tangenten in P 2 der Kreise P IPZP 4 stehen auf den jeweiligen Halbmessern 
senkrecht, das Strahlenbüschel der Tangenten und das Strahlenhüschel der 
Halbmesser sind kongruent (also auch projektiv). Das Strahlenbüschel der 
Tangenten ist hingegen zu der Punktreihe EI perspektiv. Das läßt sich kurz 
'wie folgt anschreiben: 
(tl") /i"'- EI"" 
also Pz(P! •• ) 7\ (E.\ ... . ). 
Ein gleiches Ergebnis ,,,"ie im System P 1P 2 erhält man auch im System P 1P 3, 
d.h.: 
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Da jedoch sowohl P2 als auch P 3 und P 4 Punkte desselben Kreises k 
sind, ist das Strahlenbüschel P 2( P.j' .) zu dem Strahlenbüschel P 3( P 4 • • ) pro-
jektiv. Daraus folgt, daß 
E j •• /\ Ei'·· 
Die Verbindungsgeradeu (e l _j •• ) der entsprechenden Punkte zweier projektiver 
Punktreihen bilden aber einen Kegelschnitt. 
Da PI ein innerer Punkt im Kreise k ist, gehören zu jeder beliebigen, 
durch den Punkt PI durchgehenden d1_1 po! und P:j\ der Kegelschnitt hat also 
in jedem Falle zwei parallele Tangenten. Daher darf festgestellt werden. daß 
der betreffende geometrische Ort eine Ellipse ist. 
Ist jedoch PI ein äußerer Punkt dcs Kreises k, dann ist eine sich an PI 
anschlicßcnde Gerade .111 möglich. die den Kreis h nicht schneidet. somit 
existieren die dazu gehörenden heiden parallelen Tangenten nicht. 
13. Der Fall des außerhalb des Kreises K o liegenden Punktes PI' 
Zweifellos existieren in diesem Falle Richtungen, zu denen der Kegel-
schnitt keine parallelen Tangenten hat. Es darf dennoch nicht ohne -weiteres 
ausgesagt werden, daß dann der gesuchte geometrische Ort eine Hyperbel 
sei. Die Beweisführung ist nähmlich darauf aufgebaut, daß zu P2 der eine 
Schnittpunkt der Geraden e12 und des gegebenen Kreises k gewählt wurde. 
Es kann aher auch ohne Sch-wierigkeit ein Kreis k gezeichnet werden, den 
weder el2 noch d l3 schneiden. Damit versagt die ganze Beweisführung schon 
im Ausgangspunkt. Es muß eine andere Lösungsmethode angewandt wer-
den (Ahh. 14). 
k 
Abb.14 
6* 
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Auch wenn CI2 den Kreis k schneiden würde, könnte in CI2 ein Pi so 
angesetzt 'werden, daß auch dieser Punkt P'~ außerhalb des Kreises k liege. 
Da nun sowohl PI als auch P2 äußere Punkte des Kreises k sind, 'wird es 
z'wei Kreise k 1 und k5 gehen, die durch die Punkte PI und P 2 durchgehen 
und den Kreis k berühren. Die Konstruktion läßt sich mit der Potenz des 
Kreises leicht durchfühTen. In der Abbildung ist das nicht zu sehen. Die 
Tangenten dieser Kreise in P2 schneiden eI :! in den Punkten E.j und E 5• Das 
sind Punkte von el~' von denen aus zu dem gesuchten geometrischen Ort nur 
'~je eine Tangente gezeiehnet 'werden kann. da ja zu dem zum einzigen Tangen" 
tenpunkt p.l des Kreises k.1 gehörenden E 4 nur eine einzige Perspektivaehse 
gehört. Das bedeutet. daß E-i und E5 die Tangentenpunkte von eu und eI5 sind. 
Von den Punkten Eß., des Abschnitts EIEs aus lassen sich zu dem ge-
suchten geometrischen Ort je z"wei Tangenten zeichnen. da ja der Kreis ko., 
den Kreis k in zwei Punkten (Pe' Pi) schneidet und zu jedem Schnittpunkt 
je eine durch den Punkt E G., durchgehende Perspektivachse, eIß und e17 ge-
hören. Hingegen kann keine Perspektivachse als Tangente aus einem belie-
bigen äußeren Punkt des Ahschnitts E IE5 gezogen werden. 
Beschreibt Punkt Pz die ganze Gerade Gjz• dann beschreibt die Perspek-
tivachse e12 zu sich selbst parallel die gesamle Ebene. So können sämtliche 
Punkte der Ebene in Frage kommen. Es kann also gesagt werden, daß in 
der Ebene nur Punkte existieren. von denen aus zu dem gesuchten geomet-
rischen Ort keine oder eine einzige oder zwei Tangenten gezogen werden kön-
nen. Ein derartiger geometrischer Ort ist jedoch ein Kegelschnitt,u. zw. eine 
Hyperbel, weil PS auch Richtungen gibL zu denen parallel keine Tangente zu 
dem Kegelschnitt gezogen werden kann. 
Da PI ein äußerer Punkt ist, können von diesem aus zu dem Kreis Ir, 
z'wei Tangenten gezeichnet werden. Die Zahl der zu den Tangentenpunkten 
gehörenden Perspektivachsen ist je eins. Diese 'werden die Asymptoten der 
Hyperbel sein. 
\Vird an P z eine Gerade d~ angeschlossen. bei der d 11 den Kreis k nicht 
schneidet. dann existiert die entsprechende Perspektivachse eu nicht. Es gibt 
also Richtungen, zu denen parallel zu dem Kegelsehnitt keine Tangenten 
gezogen werden können. 
Die vorstehende therlegung ist pine einfache Beweisführung für alle 
Fälle, sogar wenn es sieh um die geometrischen Orte der zu elen Punkten nieht 
n ur eines Kreises sondern auch einer Geraden p gehörenden Perspektivachsen 
handelt. (Siehe [1].) 
Als Schlußfolgerung zusammengefaßt : 
IY. Der geometrische Ort der zu den Punkten eines Kreises k gehörenden Per-
spektivachsen ist die Tangentenreihe einer Ellipse. oder ein Stralzlenbiischel, oder 
die Tangentenreihe einer Hyperbel. je nach dem, ob sich der Punkt PI innerhalb 
des Kreises k befindet, ein Punkt des Kreises k ist oder außerhalb desselben liegt. 
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14. Betrachten \I-ir nun kurz noch, lcelcher der geometrische Ort der Per-
spektivachsen sein u'ird, u'enll der Träger P,l eine beliebige Gerade p beschreibt. 
Es soll untersucht werden, wie viele Per:::pektivachsen von dem geo-
metrischen Ort aus an einen heliebigen Punkt E ange:::chlossen werden können. 
Das perspektive System :::ei in der üblichen \\Teise angegehen und gegeben 
:::ei ein beliehigel' Punkt E (Abh. 15). Lösung: Ziehen wir durch den Punkt 
E eine zu e je parallele Gpradc ('~i. Zu dieser werdcn die Elemente p~'q;r~' kon-
struiert- so daß nun lwreits im System PjPi' gearbeitpt wird. 
Die Gerade ~'P1' sei clip Tangente eines Krei:::es k j • der dureh die Punkte 
PI und Pi' geht. llann steht der Kreisradius 8 1 senkrecht auf die Tan-
gente t!, und damit wird O! der 1Iittelpunkt dieses Kreises kj :::ein. Dieser 
Kreis schneidet die Gnade p im allgemeinen in zwei Punktcn (P4 und P5). 
Dann ist aber. wie das aus dem his her Gesagten zu erkennen ist, der Schnitt-
punkt der zu den Punkten P l und P5 der Geraden p gehörenden Perspektiv-
achsen der angegehene beliehige Punkt E. Das hedeutct mit anderen V/orten. 
daß i'on dem geometrischen Ort aus zu'ei Achsen durch einen beliebigen Punkt E 
du rehgehen. 
Es kann auch vorkommen, daß die Gerade p dcn Krei::: k j herührt oder 
nicht :::ehneidet. Dann geht durch den Punkt E nur eine einzige Per:::pektiv-
achse oder gar keine. 
Die beschriebene Kon:::truktion läßt sich immer durchführen. Der ge-
wchte geometrische Ort ist also eil! Kegelschnitt. da zu einem Punkt höchstens 
zlcei Tangenten gezogen lcerden können. 
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V. Es ist aber leicht einzusehen. daß dieser Kegelschnitt eine Parabel ist. 
Deswegen untersuchen wir, wie viele zu einer gegehenen Richtung parallele 
Tangenten der Kegelschnitt hat. 
Da c2d2 0:: elle12 <]:. wird eine beliebige Gerade d2 angenommen und 
zu dieser du konstruiert, so schneidet letztere die Gerade p nur in einem ein-
zigen Punkt. Also existiert nur eine einzige zu der gegehenen heliehigen Rich-
tung parallele Tangente. 
15. Gegeben sind in der iiUichen Weise zn'ei gleichgerichtete Strahlen-
büschel. Wählenzcir einen Kreis k, dessen JIittelplinkt 0 in der Geraden 1'1 liegt, 
llnd wo sich der Punkt PI im Inneren des Kreises befindet. rVas ist ron der dem 
geometrischen Ort der Perspektivachsen entsprechenden Ellipse bekannt? 
Es ist bekannt, daß wenn sich P2 die Gerade C12 entlang hewegt, wird e12 
nur parallel yerschoben. Verschiehen wir also solange. hi::: OPI = OP2 ist 
(Abh. 16). In ähnlicher Weise nehmen 'wir in der Geraden DP l = d13 den 
Punkt P 3 :::0 an, daß OP1 OP3 sei. Dann ist d 13 parallel zu e13' 
Abb. J6 
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'Wählen wir auf der Kreislinie k zwei beliebige Punkte P j und P 5, die 
zu dem Kreisdurchmesser 1'1 symmetrisch sind. Werden in der bekannten 
Weise auch in elen Systemen 1,2 und 1,3 die P 4 und P5 entsprechenden eH 
und e15 konstruiert, so 'werden wegen der Symmetrie in der Konstruktion und 
in der Abbildung die erhaltenen Perspektivachsen zu 1'1 symmetrisch sein. 
Das ist nur möglich. wenn 1'1 die Gerade einer der Achsen der Ellipse ist. Die 
andere Achse steht sellJstyerständlich auf diese senkrecht. 
Abb.17 
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Cm den :\Iittclpunkt K der Ellipse zu erhalten (Abh. 17), suchen wir 
die beiden Schnittpunkte P ß und P, des Kreises k mit C12' dann die diesen 
Schnittpunkten entsprechenden Perspektiyachsen eIß und e17 • 
Infolge der Parallelitäten in der Konstruktion und weil P6 P 1 P2P7 , 
sind die Dreiecke QßQ1c12 und Q,Q Ie12 kongruent. Dann sind aber die Entfer-
nungen von eI6 und C12 gleich den Entfernungen von e1, und e12 • Somit wird 
durch den -'Iittelpunkt K der gesuchten Ellipse der Abschnitt P 1R I2 halbiert, 
da ja eI6 und el , zwei parallele Tangenten desselben Kegelschnittes sind. 
16. Es giht zahllose Kreise k mit dem Mittelpunkt 0, innerhalh welcher 
sich der Punkt PI befindet. Die zu den Punkten dieser Kreise gehörenden 
Perspektiv achsen umhüllen - ,\'ie bekannt - Ellipsen. 
Ist unter diesen Ellipsen auch ein Kreis? 
Gesucht wird also der Kreis k mit dem Mittelpunkt 0, wo die zu den 
Punkten des Kreises gehörenden Perspekth'achsen ehenfalls einen Kreis k* 
umhüllen. 
Der lVIittelpunkt K dieses Kreises k* liegt ehenso im Halbierungspunkt 
des Abschnitts P1R 12 (Abb. 17), wie die Mittelpunkte der durch die zu den 
Punkten der anderen Kreise k.1, k5, k6 ••• mit dem Mittelpunkt ° gehörenden 
Perspektivachsen hestimmten Ellipsen (Abb. 18). 
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Der eine Schnittpunkt des eincn Krei5es k j mit cl j2 spi Pj' und die PjP: 
entsprechende Perspektiyachse sei du . pi s,ni tein hdiehiger Punkt des Kreises 
"I' dann wird die Tangente in p! de8 Kreisf'8 PjPjP~ am eu den Punkt E~ 
amschneiden. Das i8t der Punkt. in wdchem die zu pi gehörende PersIH'ktiy-
achse eil die (; erade e1 j schnt'idet. Dip:"" Per81wk! iyach"e ist "dhEtyn"tiincl-
lich die Tangente einer Ellipse. :\'ähert "ich p~ die Kreislinie "! entlang PI' 
,,0 wird die Grenzlage der Sehnen PiPi nicht" <lnderes als die Tangente des 
Kreises "! in p.I sein. Die"c schneidet den Punkt E! autO eH heraus. Das ist 
8elhstyerstälHllich der Punkt, wo die Per8pektiyach~e Pji die als geometri-
scher Ort erhaltene Ellipse berührt. Es handelt sich ja um elen Schnittpunkt 
zweier unendlich nahe liegender Tangenten, YOll denen die eine Cw die andere 
die zu dem in p! kOIl\'ergierende P~ gehörende e~.J ist. Darau8 folgt. daß der 
Tangentenpunkt des gesuchten Kreises k* mit der zu P J2 parallelen Achse auf 
der durch den }Iittelpunkt K gehenden und auf P12 senkrechten Geraden 111 
liegt. Bei einem Kreise steht ja die Tangente senkrecht auf den zu dem Tan-
gentenpunkt gehörenden Radius. Dieser Tangentenpunkt E soll gesucht 
werden (Ahh. 19). 
Die Kreise J. .. !. k5 ••• mit dem Mittelpunkt 0 schneiden 111 der Geraden 
C12 die Punkte Pj' P5 ••• Die dur eh diese Punkte durchlaufenden und zu der 
Geraden Tl parallelen Geraden r4, T5 ••• schneiden aus Tl die Punkte R ll . 
R 15, ••• heraus. während die parallelen Achsen eu- e15 • •• aus der Geraden 
11l die Punkte JI!. JJ5 ••• ausschneiden. Aus der Konstruktion ist es klar zu 
erkennen. daß die Punktreihe PI' P5' •.. der Punktreihe R w R I5 , ••• ähnlich 
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(al13o auch projektiy) i:,t. Lf'tztere PUllktreihe ist wiederum der Punktreihe 
J1,: J15 •••. ähnlich. Daraus folgt. daß die Geraden (P~_U!). (P5J1ö) ... Para-
beln umhiillen. Zwei Tangenten dieser Parabeln sind auch dip Geraden C12 und 
m, als Träger projekti\'er Punktreihen. 
Werden anderseits zu den Kreisen k l' k5 ••• die Tangenten in den Punk-
ten P j : Ps, ... gezogen, ist klar zu erkennen. daß diese Tangenten eine andere 
Parabel umhüllen: deren Fokus 0 und deren Scheiteltangente C12 ist. Kreistan-
genten stehen ja senkrecht auf den zum Tangentenpunkt gehörenden Radius. 
Die Yerhindungsgerade des gesuchten Tangentenpunktes E des unhe-
kannten Kreises k* und des unhekannten Schnittpunktes des Kreises k mit 
C12 ist die Tangente heider Parabeln. Die Aufgahe besteht nun darin: die ge-
meinsamen Tangpnten der heiden Parabeln zu konstruieren. 
Zwei Kegelschnitte haben ,i er gemeimame Tangenten. Bei Parabeln ist 
die eine \'on diesen die unendlich entfernte Gerade der Ebene. Außerdem ist 
bekannt. daß die Gerade ('12 die Tangente heider Parabeln ist. Das Problem 
ist damit nur zweiten Grades, also durch Konstruktion lösbar. 
Die Konstruktion erfolgt nach folgenden Überlegungen (Abh. 20). Es 
ist hekannt, daß eine der gemeinsamen Tangenten die unendlich entfernte 
(ideale) Gerade der Ehene ist, die andere ist C12 • ~ehmen wir in der Geraden 
1'12 (der gemeimamen Tangenten) drei heliebige Punkte (PB' PD' PE) an. Der 
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Einfachheit halber 8ei PD der Halbierungspunkt des Ab8chnitts P IP2: wäh-
rend sich PB und PEin gleichen Entfernungen ...-on PD befinden. Nun 'werden 
die für diese drei Punkte kennzeichnenden Paraheltangenten, die Geraden 
bIb2 ; dId2 ; eIe2 konstruiert: wo - wie hekannt _. bl auf den Kreisradius OPB 
senkrecht steht, während bz durch den Punkt J!J B durchläuft. bI , d I , e1 sind 
die Tangenten der einen, bz' dz' e2 die Tangenten der anderen Parahel. Diese 
sechs Tangenten schneiden die unendlich entfernte Gerade der Ehene in sechs 
Punkten: B IB2 ; DIDz; E1Ez. Es ist bekannt, daß die heiden festen Tangenten 
(C12 und die ideale Gerade) durch die ührigen Tangenten in projekti...-en Punkt-
reihen geschnitten werden. Daher kann gesagt werden, daß 
P BP DP E' . .. i\ B2D2Ez· . .. , daher 
B 1 D I EI···· /\ B2D2Ez••·· 
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So haben wir in der unendlich entfernten Geraden der Ehene zwei projektive 
Punktreihen. Werden die Doppelpunkte (J(12' L 12) derseihen konstruiert, so 
sind die durch diese verlaufenden Tano-enten die Tangenten heider Parahein. e· ~ 
Es giht folgende :Mögliehkeit diese unendlich entfernten Doppelpunkte 
zu konstruieren. Von einem heliebigen Punkt T aus werden zu den sechs 
Geraden Parallelen gezpiehnet (AbI). :21) und mit Hilfe der Steinerschen 
---- .................... 
-.... 
Abb.21 
Konstruktion werden die doppelten Elemente der heiden projektiven Strahlen-
hüschel (k 12, '12) ermittelt, zu denen die gemeinsamen Tangenten der heiden 
Parahein parallel sein werden. Die von 0 aus auf k 12 gestellte Normale schnei-
det aus C12 den Punkt PI-; der einen gesuchten gt'meinsamen Tangenten her-
aus, während die gemeinsame Tangente seIhst in der Geraden m den Tangen-
tenpunkt EI( schneidet. 
Aus Gründen der Symmetrie in Verhindung mit den zwei Paraheln ge-
hört zu dem Punkt 0 eine einzige Kreishahn. 
Bei der Ermittlung der Kreishahnen wurde der Mittelpunkt 0 in r l he-
liehig gewählt. Daraus folgt, daß zu jedem Punkt auf der Geraden r l als Mittel-
punkt ein einziger Kreis gehört. für den die Perspektivachsen einen Kreis 
umhüllen. 
17. Ist eine gemeinsame Tangente z,,-eier Parabeln gegehen, können die 
fehlenden heiden gemeinsamen Tangenten auch nach einer anderen Methode 
konstruiert werden, nämlich mit Hilfe einer Parabelschar. 
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Es ist bekannt, daß die Parabeln. die drei Seiten eines Dreiecks berühren, 
eme Parabelschar bilden. die zwei wichtige Eigenschaften besitzt. 
1. Die Fokalpunkte aller Parabeln liegen auf dem L"mkreis des Dreiecks. 
2. Sämtliche Leitlinien der Parabeln laufen durch einen einzigen Punkt. 
den Höhepunkt des Dreiecks. 
Aus der t'inf,n Parabel ergeben sicb der Mittelpunkt 0 des I~l'eises kaIs 
Fokus F. und die Scheiteltangente C1~' Das sind aus der Sicht der Parahel-
Echar gut brauchhare Daten, da sich die Leitlinie direkt zeichnen läßt. 
Yon der anderen Parabel haben wir aber nur -der Tangenten allgemeiner 
Lage, mit der Erleichterung. daß zwei ,"on diesen (711 und Cl:!) aufeinander 
senkrecht stehen. 
Im ersten Schritt wird hier mit Hilfe des Brianchollschen Punktes die 
Richtung der Parabelachse konstruiert. Zeichnet man eine Senkrechte auf die 
Achsenrichtung durch den Schnittpunkt der beiden aufeinander senkrechten 
Tangenten. erhält man die Leitlinie d~. 'Wird diese getrennt auf je zwei Para· 
heltangenten gespiegelt. erhält man ah Schnitt der Spiegelbilder den 
Fokus F:2' 
Im zweiten Schritt werden der Schnittpunkt (D) der heiden Leitlinien 
und dessen Spiegelbild D* auf C l :2 konstruiert. Dieses befindet sich bereits auf 
dem umschriebenen Kreis. D* F 1 und F~ bestimmen den umschriebenen Kreis 
um das gemeinsame Tangentendreieck. 
Im dl'itten Schritt können bereits die gesuchten gemeinsamen Tangen-
ten konstruiert werden. Der umschriebene Kreis schneidet nämlich die ge-
meinsame Tangt·tÜf' c l :2 in zwei PunkteIl. DieEe Punkte hilden zwei Ecken 
des DreieckE. Eine yon einer heliebigen Ecke am' zu welcher Parabel anch 
Immer gezeicllllPtt> Tangente ist bereits eine clpr gemeinsanwn Tangenten. 
ZUEanllllenfassung 
Yon zwei gleil'hgerichletell prr,prkti"en Strahlrllhii,:chelll "i'i (h, eine (PI) fix. das 
andere (PJ bc\\-eglich. Dif' Bewegung hat zwei Bedingung:r'n: 
1. Die aus P~ gewonnenen Strahlenhii5chel P,:. PI' .. sollen zn Po kongruent hleil.lPll_ 
2. Die Strahlenhü,.chel sollen immer zu PI perspekti" hleiben. 
ht die Bahn der Punkte POl' PI' . _ .ein beliebiger Kreis k. wird he,,-iesen. daß die Per· 
spektiyachsen entweder ein Strahlenbüschel bilden oder eine ElIips,' oder HYl.lerbel umhüllen. 
je nachdem, wo der Punkt PI im Yerhiiltnis zu dem Kreis" liegt. 
Schließlich wird be,de"en. daß zu einem beliebigen :\littelpunkt 0 llur ein einziger Kreis 
k existiert. de""en Bild ebenfalls ein h..reis ".,. ist. Bl'wegt "ich also der Träger der perspektiycn 
Strahlenbüschel diese Kreislinie k entlang. berühren die Achsen (kr perspekti"en Strahlen-
büschel immer elen Kreis k". 
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